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大纲

• 线性回归的基本原理

• 虚拟变量

• 多重共线性

• 残差分析与回归诊断



什么是回归



什么是回归

Regression to the mediocrity (1877/2/9)：Galton发现，相比于父母，

子女的身高会出现向中心“回归”的趋势，而非两极分化，他试图为此提供因果解释。

The Book of Why: The New Science of Cause and Effect



Disappointed but also 

fascinated divorce 

from causation (1886)

• 不仅子代的身高会向均值回归，

父代的身高也会向均值回归，

而后者显然不能用因果来解释。

• 儿子既比父亲高，又比父亲矮？

• 对于身高是72inch的父辈，其

子辈身高的最佳预测是多少？

对于身高是71inch的子辈，其

父辈身高的最佳预测是什么？

什么是回归

𝒙

𝒚

𝒙

𝒚



什么是回归

Regression lines：已知一个变量，回归斜率可以帮助预测另一个变量的值。

Regression lines：但是，回归斜率不涉及因果信息！

𝐻𝑠𝑜𝑛 = 𝛼1 + 0.5𝐻𝑓𝑎𝑡ℎ𝑒𝑟

父亲的身高每增加1inch，儿子的身高增加0.5inch。

儿子的身高每增加1inch，父亲的身高增加0.5inch。

𝐻𝑓𝑎𝑡ℎ𝑒𝑟 = 𝛼2 + 0.5𝐻𝑠𝑜𝑛



从“相关”到“回归”

用地面积 建筑面积Vs

𝑟 = 0.890

𝑦 = 1.667 + 0.844𝑥

𝑟 = 0.890

𝑦 = 0.117 + 0.939𝑥

• 相关分析中的变量地

位相同；回归分析则

是通过自变量对因

变量进行解释预测；

• 回归分析通常假设了

因果关系，但它与相

关分析一样，本质上

只能提示相关关系； 

• 相关分析仅关注强度

和方向；回归分析则

生成回归方程。



线性回归

• 𝑦：因变量

• 𝑥1~𝑥𝑘：k个自变量，或称解释变量

• 𝑎 , 𝑏1~𝑏𝑘 ：回归系数，其中𝑎又称为截距或常数项，也写作𝑏0

• ො𝑦：因变量的估计值

• 𝜀：残差（residual）

𝑦 = ො𝑦 + 𝜀

= 𝑎 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 + 𝜀



从一元线性回归看
线性回归的基本原理

𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀



一元线性回归

2014年江苏省各地级市的千人小汽车保有量和人均可支配收入

城市
千人小汽车
保有量

人均可支配
收入（元）

南京 181 37283

无锡 158 36471

徐州 77 18744

常州 155 32662

苏州 189 39780

南通 119 25340

连云港 72 17798

淮安 61 19110

盐城 66 20543

扬州 93 24157

镇江 104 28850

泰州 87 23833

宿迁 69 15888



𝜀1 𝜀2

𝜀3
𝜀4

𝜀5

𝜀6 𝜀7

𝜀8
𝜀9

𝜀10 𝜀11 𝜀12

𝜀13

一元线性回归

什么是最优回归线？

𝑦：千人小汽车保有量

𝑦 = 130 + 0𝑥

෍
𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 = 30257 59616 20672

𝑦 = 200 − 0.003𝑥 𝑦 = 100 + 0.001𝑥

෍
𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 =

𝑥：人均可支配收入（元）



一元线性回归

什么是最优回归线？

𝑦：千人小汽车保有量

෍
𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 = 6447 3175 1669

𝑦 = 30 + 0.003𝑥 𝑦 = 0 + 0.0045𝑥 𝑦 = −32.829 + 0.00546𝑥

෍
𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝜀𝑖
2 =

𝑥：人均可支配收入（元）
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一元线性回归

普通最小二乘法（Ordinary Least Square, OLS）

找到一组最好的𝑎和𝑏，使得

෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖
2

最小化！

其中， ො𝑦𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖

𝑏 =
σ𝑖 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 𝑦𝑖 − ത𝑦

σ𝑖 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2
= 0.00546

𝑎 = ത𝑦 − 𝑏 ҧ𝑥 = −32.829

𝑏1𝑥1 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘

ො𝑦 = −32.829 + 0.00546𝑥



一元线性回归

普通最小二乘法（Ordinary Least Square, OLS）



一元线性回归

普通最小二乘法（Ordinary Least Square, OLS）

“Of all the principles that can be proposed for this purpose, I think there is 

none more general, more exact, or easier to apply, than that which we have 

used in this work; it consists of making the sum of the squares of the 

errors a minimum. By this method, a kind of equilibrium is established 

among the errors which, since it prevents the extremes from dominating, is 

appropriate for revealing the state of the system which most nearly 

approaches the truth.”——Legendre (1805) 

“在所有为此目的而提出的原则中，我认为没有任何一个比我们在这个工作中所使用

的更为普遍、精确或易于应用；这个原则是使误差的平方和最小化。通过这种方法，

在误差之间建立了一种平衡，这种平衡防止极端值占主导地位，因此适合揭示最接近

真实的系统状态。”——勒让德（1805）



一元线性回归

回归方程的解释

ො𝑦 = −32.865 + 0.00546𝑥

• 𝑏 = 0.0054：人均可支配收入每增加1元，千人小汽车保有量增加0.00546辆；

或者人均可支配收入每增加1000元，千人小汽车保有量增加5.46辆。

• 𝑎 = −32.865：当人均可支配收入为0时，千人小汽车保有量为-32.826，但

这一解释并不具有实际意义。

斜率：自变量每增加1个单位，因变量增加多少个单位？

常数项：自变量为0时，因变量的取值是多少？需要考虑实际意义。



一元线性回归

拟合优度

• 拟合优度（Goodness of Fit）是统计学中的一个指标，用于衡量统计模型拟

合观测数据的好坏程度。它可以帮助评估模型对数据的解释能力，以及模型

的预测效果是否理想。



一元线性回归

拟合优度

总平方和（SST） 回归平方和（SSR） 残差平方和（SSE）

ത𝑦 = 110

全部信息量 可解释的信息量 不可解释的信息量

实际值相对于平均值的变异

𝑆𝑆𝑇 =෍
𝑖
𝑦𝑖 − ത𝑦 2 = 25096.9

模型预测值相对于平均值的变异

𝑆𝑆𝑅 =෍
𝑖
ෝ𝑦𝑖 − ത𝑦 2=23428.2

实际值与模型预测值的差异

𝑆𝑆𝐸 =෍
𝑖
𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖

2 = 1668.7

= +

= +



一元线性回归

拟合优度

总平方和（SST） 回归平方和（SSR） 残差平方和（SSE）

ത𝑦 = 110

= +

𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
=
可解释的信息量

总信息量
=
23428.2

25096.9
= 0.934𝒓𝟐 =



一元线性回归

拟合优度

• 拟合优度𝑟2通常介于0~1之间，其值越高表明模型的拟合效果越好，解释力

和预测力越强。

• 在线性回归中，𝑟2又被称为样本决定系数（coefficient of determination），

其具体意义是因变量 𝑦的变异（信息量）可以被自变量 𝑥所解释的比例。

• 在一元线性回归中，𝑟2等于因变量 𝑦和自变量𝑥的Pearson相关系数的平方。

• 虽然我们一般希望𝑟2越高越好，但它并没有一个绝对的标准。

https://people.duke.edu/~rnau/rsquared.htm#punchline

https://people.duke.edu/~rnau/rsquared.htm#punchline


一元线性回归

结果是样本的偶然性造成的吗？ 假设检验！



一元线性回归

模型整体的F检验：（除截距以外的）所有系数均为0，模型无意义

总平方和（SST） 回归平方和（SSR） 残差平方和（SSE）

ത𝑦 = 110

= +

𝐹 =
Τ𝑆𝑆𝑅 𝑘

Τ𝑆𝑆𝐸 (𝑛 − 𝑘 − 1)
=

Τ23428.2 1

Τ1668.7 13 − 1 − 1
= 154.439

• 如果零假设成立，则𝑝 = 𝑃 𝐹 ≥ 154.439 = 8.6 × 10−8 < 0.05，所以拒绝零假设，认为

得到如此高的F统计量不是抽样的巧合，至少一个模型系数不为0，模型有意义。 

𝑘：变量个数

𝑛：样本量



一元线性回归

特定回归系数的T检验：系数与0没有显著差异，变量无影响

ො𝑦 = −32.829 + 0.00546𝑥0.00546
H0：与0没有显著差异

𝑡 =
𝑏 − 0

𝑆𝐸𝑏
=

𝑏

𝑆𝐸𝑏
=

0.00546

0.000439
= 12.427

0

• 如果零假设成立，则𝑝 = 𝑃 𝑡 ≥ 12.427 = 8.6 × 10−8<0.05，因此拒绝原假设，认为得

到如此高的t统计量不是抽样的巧合，人均可支配收入的影响是显著的。

• 对于一元线性回归而言，T检验与F检验等价。



一元线性回归

小结：线性回归的主要结果

• 回归方程：回归系数的大小和正负，如何解释。

• 拟合优度𝒓𝟐：回归模型对数据的拟合效果。

• 假设检验（F检验、T检验）：回归系数是否具有统计显著性。

拟合优度 vs. 显著性

• 𝒓𝟐反映了样本中的因变量被解释的比例，而显著性反映的是推断总体的信心。

• 𝒓𝟐低但统计显著：影响是可靠的，但还远不足以解释因变量的全部信息。

• 𝒓𝟐高但统计不显著：看似解释了因变量的大部分信息，但是是通过堆砌变量实

现的，或者样本量很有限，导致推断总体的信心不足。

• 经验：当样本量增加时，假设检验倾向于显著，而𝒓𝟐可能会降低。



多元线性回归

𝑦 = 𝑎 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 + 𝜀



多元线性回归

城市 Area (km2) D1 (km) D2 (km) Invest (亿元) Type

北京 201.1 7.6 9.3 5493.5 1

上海 194.7 10.3 2.1 5317.7 1

济南 119.4 13.5 26.2 1987.4 2

南京 188.2 11.7 26.8 3306.0 2

泰安 72.6 5.9 78.2 1270.5 3

苏州 56.8 16.0 21.9 3617.8 3

…… …… …… …… …… ……

京沪高铁站点周边的城镇化

• 因变量：

o Area：2012年，京沪高铁18个站点周边8km范围内的建成区面积（km2）

• 解释变量：

o D1：高铁站到市中心的距离（km）

o Invest：设站城市的固定资产投资金额（亿元）

o Type：城市类型，1=直辖市，2=省会，3=其他城市

• 解释变量：

o D2：高铁站到最近机场的距离（km）



多元线性回归

散点图

• 观察变量之间的关系，

考虑变量转换的需求；

• 检测自变量之间的强

相关（共线性）；

• 识别异常值。



多元线性回归

相关分析

• 理解变量之间的关系；

• 检测共线性；

• 变量选择？ 仅供参考！



多元线性回归

回归分析

理论假设
设定和估计

回归模型
统计检验 回归诊断

• 理论假设：分析研究问题，开展文献回顾，明确因变量和可能的影响因素，

提出因变量与自变量关系的理论假设，尽量避免数据导向的分析！

• 设定回归模型

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 𝑎 + 𝑏𝐷1𝐷1 + 𝑏𝐷2𝐷2 + 𝑏𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 + 𝜀



多元线性回归

估计回归模型：回归系数

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.626 − 6.569𝐷1 − 0.896𝐷2 + 0.014𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡



• 非标准化系数（Unstandardized Coefficients）B：自变量每增加一个单

位（控制其他自变量保持不变），因变量变化多少个单位。

o 𝑏𝐷1 = −6.569：高铁站与市中心的距离每增加1km，站点周边建成区面积减少6.569km2。

o 𝑏𝐷2 = −0.896 ：高铁站与最近机场的距离每增加1km，站点周边建筑成面积减少0.896km2 。

o 𝑏𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 = 0.014：城市固定资产投资每增加1亿元，站点周边建成区面积增加0.014km2 。

• 特别地，常数项表示所有自变量取值均为0时的因变量取值，需要考虑实际意义。

o 𝑎 = 173.626：3个自变量均为0时的站点周边建成区面积，无实际意义。

• 系数的正负表示效应的方向：两个距离为负效应，固定资产投资为正效应。

多元线性回归

估计回归模型：非标准化回归系数

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.626 − 6.569𝐷1 − 0.896𝐷2 + 0.014𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡



多元线性回归

估计回归模型：回归系数

• 非标准化系数的大小反映了效应的强度，但是在比较时，存在单位和量纲问题。

• 在比较不同自变量的影响强度时，通常使用标准化系数。

෣𝑍_𝐴𝑟𝑒𝑎 = −0.441𝑍_𝐷1 − 0.539𝑍_𝐷2 + 0.433𝑍_𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡



多元线性回归

估计回归模型：标准化回归系数

෣𝑍_𝐴𝑟𝑒𝑎 = −0.441𝑍_𝐷1 − 0.539𝑍_𝐷2 + 0.433𝑍_𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡

• 标准化系数（Standardized Coefficients）Beta：将自变量和因变量分别

标准化以后拟合的回归模型系数，可以解释为：自变量每增加一个标准差（控制

其他自变量保持不变），因变量变化多少个标准差。

o 𝛽𝐷1 = −6.569：高铁站与市中心的距离每增加1个标准差（4.129km，3.7~18.6km），

站点周边建成区面积减少0.441个标准差（0.441 × 61.434=27.092km2）。

o 𝛽𝐷2 = −0.896 ：高铁站与最近机场的距离每增加1个标准差（36.949km，2.1~125.7km），

站点周边建筑成面积减少0.539个标准差（0.896 × 61.434=55.045km2）。

o 𝛽𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 = 0.433 ：城市固定资产投资每增加1个标准差（1909.547亿元，107~6651亿元） ，

站点周边建成区面积增加0.433个标准差（0.433 × 61.434=26.600km2）。

• 标准化系数没有常数项。



多元线性回归

估计回归模型：拟合优度

• 𝑟2又被称为样本决定系数（coefficient of determination），其具体意义是因

变量 𝑦的变异（信息量）可以被自变量 𝑥所解释的比例。

• 然而，多元线性回归中𝑟2 存在一个严重问题：当引入新的自变量时，即使

它对因变量的解释没有意义，也会使𝑟2增大。



多元线性回归

估计回归模型：拟合优度

• 多元线性回归一般使用调整𝑟2，即𝑟𝑎𝑑𝑗
2 。该指标会随着解释变量数量的增加

而降低，从而综合考虑了模型的拟合效果和简约性。

𝑟𝑎𝑑𝑗
2 = 1 −

𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘 − 1
1 − 𝑟2

𝑛 = 18

𝑘 = 3 ：解释变量的数量

：样本量



多元线性回归

估计回归模型：拟合优度

• 复相关系数：测量一个变量与其他

多个变量之间线性相关程度的指标，

相当于因变量的实际值与预测值之

间的相关系数。



多元线性回归

统计检验：模型整体的F检验

• 零假设：除常数项以外的所有系数均为0，即𝑏𝐷1 = 𝑏𝐷2 = 𝑏𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 = 0。

• 原理：将总平方和分解为回归平方和与残差平方和两部分，比较前者与后者，构建F统计量。

• 结果：𝑝 = 𝑃 𝐹 ≥ 14.682 = 0.00013 < 0.05，拒绝零假设，模型有意义。



多元线性回归

统计检验：回归系数的T检验

• 零假设：特定的回归系数与0没有显著差异。

• 原理：t=(B-0)/S.E.=B/S.E.。

• 结果：所有回归系数的p值均小于0.05，均拒绝零假设，具有统计显著性。

• 注意：“距离市中心”在单独的两两相关分析中不显著，但在多元线性回归中是显著的。



虚拟变量
（Dummy Variables）



虚拟变量

分类变量作为自变量

城市 Area (km2) D1 (km) D2 (km) Invest (亿元) Type

北京 201.1 7.6 9.3 5493.5 1

上海 194.7 10.3 2.1 5317.7 1

济南 119.4 13.5 26.2 1987.4 2

南京 188.2 11.7 26.8 3306.0 2

泰安 72.6 5.9 78.2 1270.5 3

苏州 56.8 16.0 21.9 3617.8 3

…… …… …… …… …… ……

因变量：数值变量 自变量：分类变量

方差分析（ANOVA）

F=12.082, p<0.001, eta=0.785



虚拟变量

分类变量作为自变量

城市 Area (km2) D1 (km) D2 (km) Invest (亿元) Type

北京 201.1 7.6 9.3 5493.5 1

上海 194.7 10.3 2.1 5317.7 1

济南 119.4 13.5 26.2 1987.4 2

南京 188.2 11.7 26.8 3306.0 2

泰安 72.6 5.9 78.2 1270.5 3

苏州 56.8 16.0 21.9 3617.8 3

…… …… …… …… …… ……

因变量：数值变量 自变量：分类变量

𝑦 = 𝑎 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 + 𝜀

线性回归

其他数值自变量

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 𝑎 + 𝑏𝐷1𝐷1 + 𝑏𝐷2𝐷2 + 𝒃𝑻𝒚𝒑𝒆𝑻𝒚𝒑𝒆 + 𝜀

𝑦 = 𝑎 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 + 𝜀



虚拟变量





类别
dummy1：

是否属于第1类

dummy2：

是否属于第2类

dummy3：

是否属于第3类

dummy4：

是否属于第4类

dummy5:

是否属于第5类
第1类 1 0 0 0 0

第2类 0 1 0 0 0

第3类 0 0 1 0 0

第4类 0 0 0 1 0

第5类 0 0 0 0 1

• 有5个类别的分类变量，需要使用5-1=4个虚拟变量。

• 剩下一个是参照水平（reference level）

o 第5类是参照水平，不属于任何虚拟变量，在所有4个虚拟变量上取值均为0。

o 另外4类分别对应1个虚拟变量，在该虚拟变量取值为1，在其他虚拟变量上取值为0。

虚拟变量

将分类变量转换为虚拟变量

• 虚拟变量/哑变量/哑元（dummy variable)：在回归分析等模型中对分类变

量的编码方式，通常取值为0或1，用于表示是否属于某一类别。



虚拟变量

将分类变量转换为虚拟变量

• 虚拟变量/哑变量/哑元（dummy variable)：在回归分析等模型中对分类变

量的编码方式，通常取值为0或1，用于表示是否属于某一类别。

• 有N个类别的分类变量，需要使用N-1个虚拟变量。

o 如果使用全部N个虚拟变量，将导致完全共线性，无法估计。

• 参照水平（reference level）：必然有一个类别不属于任何虚拟变量。

o 参照水平在N-1个虚拟变量上的取值均为0。

o 非参照水平在N-1个虚拟变量上的取值有且仅有一个为1，其余均为0。

o 参照水平的选取是任意的，但通常选取最有意义/最常见/第1个/最后1个的类别。



෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.873 − 5.640𝐷1 − 0.872𝐷2 + 𝟕𝟐. 𝟐𝟗𝟗𝑻𝒚𝒑𝒆𝟏 + 𝟕𝟒. 𝟏𝟏𝟐𝑻𝒚𝒑𝒆2

• 以“其他城市”为参照水平，设置2个虚拟变量：Type1=直辖市，Type2=省会。

虚拟变量

在回归中纳入虚拟变量



• 非标准化系数（Unstandardized Coefficients）B：                          

自变量每增加一个单位（控制其他自变量保持不变），因变量变化多少个单位。

• 以“一般城市”为参照水平，设置2个虚拟变量：Type1=直辖市，Type2=省会。

虚拟变量

虚拟变量回归系数的解释

虚拟变量由0变为1，即分类自变量由“参照水平”变化为“虚拟变量对应的类别”
（控制其他自变量保持不变），因变量变化多少个单位。

o 𝑏𝑇𝑦𝑝𝑒1 = 72.299：直辖市与一般城市相比，站点周边建成区面积高72.299km2。

o 𝑏𝑇𝑦𝑝𝑒2 = 74.112：省会城市与一般城市相比，站点周边建成区面积高74.112km2 。

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.873 − 5.640𝐷1 − 0.872𝐷2 + 𝟕𝟐. 𝟐𝟗𝟗𝑻𝒚𝒑𝒆𝟏 + 𝟕𝟒. 𝟏𝟏𝟐𝑻𝒚𝒑𝒆2

• 为什么是N-1个虚拟变量？                          

因为只能估计（N-1）个相对差异。



• 虚拟变量的标准化回归系数：解释方式不变。

• 虚拟变量的标准误、t值、p值：解释方式不变，均显著。

虚拟变量

在回归中纳入虚拟变量



虚拟变量

在回归中纳入虚拟变量

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.626 − 6.569𝐷1 − 0.896𝐷2
+0.014𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.873 − 5.640𝐷1 − 0.872𝐷2
+72.299𝑇𝑦𝑝𝑒1 + 74.112𝑇𝑦𝑝𝑒2

• 拟合优度的解释方式不变。



小结

多元线性回归的主要结果

• 回归系数：

o显著性：一切的前提，不显著则无意义。

o方向：正效应还是负效应。

o大小：效应的强度，如果多变量比较，要用标准化系数。

o非标准化系数：自变量每增加1个单位，因变量变化多少个单位。

o非标准化系数（虚拟变量）：与参照水平相比，因变量变化多少个单位。

o标准化系数 ：自变量每增加1个标准差，因变量变化多少个标准差。

• 拟合优度——调整𝒓𝟐：回归模型对数据的拟合效果，同时考虑了模型的

简约性。



多重共线性与逐步回归
（Multicollinearity & Stepwise Regression）



多重共线性

许多自变量

• 研究者在准备数据时，常常会收集尽可

能多的解释变量。

o 高铁站的可达性：到市中心的距离、到最近机

场的距离

o 城市的整体经济发展水平：固定资产投资、城

市类型

X1
X3 X4 Y

X2

• 这些自变量之间有可能彼此高度相关，存在大量的信息重叠。

• 如果直接将所有变量纳入模型，则有可能会出现多重共线性问题。

、到市政府的距离（D3）。

、GDP、常住人口（Population）、财

政收入（Revenue）。



多重共线性

• 多重共线性（multi-

collinearity） ：自变量

之间高度相关，某些自变

量可以通过其他自变量的

线性组合来近似解释。



多重共线性

• 多重共线性（multicollinearity）：自变量之间高度相关，某些自变量可以

通过其他自变量的线性组合来近似解释。



多重共线性

• 自变量之间的高度相关性使得它们对模型的贡献难以区分，使估计的标

准误变大（即所谓的“方差膨胀”），具体有以下几点表现：

o 回归系数解释困难：出现与预期相反、难以解释的结果。

o 回归系数不稳定：对数据的变化十分敏感，增加或删除一条记录容易使系数发

生较大变化；有些系数的估计值会异常的大。

o 显著性检验失效：假设检验中的t值偏小，预期显著的变量变得不显著。

o 误导性的拟合优度：R2可能看上去很高，但并不意味着模型是理想的或稳健的。

多重共线性的问题



多重共线性

𝐴𝑟𝑒𝑎~𝐷1 + 𝐷2 + 𝑇𝑦𝑝𝑒1 + 𝑇𝑦𝑝𝑒2

R2提高了，棒!?

𝐴𝑟𝑒𝑎~𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3 + 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 + 𝑇𝑦𝑝𝑒1 + 𝑇𝑦𝑝𝑒2 + 𝐺𝐷𝑃 + 𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 + 𝑅𝑒𝑣𝑒𝑛𝑢𝑒



多重共线性

𝐴𝑟𝑒𝑎~𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3 + 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 + 𝑇𝑦𝑝𝑒1 + 𝑇𝑦𝑝𝑒2 + 𝐺𝐷𝑃 + 𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 + 𝑅𝑒𝑣𝑒𝑛𝑢𝑒



多重共线性

• 某些自变量可以通过其他自变量的线性组合来完美解释。

• 当发生完全共线性时，某个变量完全是冗余的，模型将不可估计。虚

拟变量陷阱（dummy variable trap）就是典型的完全共线性。

Type
Type1：

是否是直辖市

Type2：

是否是省会城市

Type3：

是否是其他城市

1. 直辖市 1 0 0

2. 省会城市 0 1 0

3. 其他城市 0 0 1

𝑇𝑦𝑝𝑒3 = 1 − 𝑇𝑦𝑝𝑒1 − 𝑇𝑦𝑝𝑒2

完全共线性（perfect multicollinearity）



多重共线性

• 容忍度（tolerance）和方差膨胀因子（variance inflation factor, VIF）

o 对于模型中的一个解释变量 𝑥𝑖，可以将其作为因变量，将其他解释变量作为自变量，

建立一个新的线性回归模型，得到该模型的样本决定系数为𝑟𝑖
2；

o 容忍度：𝑇𝑜𝑙𝑖 = 1 − 𝑟𝑖
2

o 方差膨胀因子：容忍度的倒数，

• 诊断标准（经验法则）：

o VIF<5：不存在多重共线性问题；

o 5<VIF<10：可能存在一定的多重共线性问题；

o VIF>10：存在严重的多重共线性问题。

多重共线性的诊断

𝑉𝐼𝐹 =
1

𝑇𝑜𝑙𝑖
=

1

1 − 𝑟𝑖
2



多重共线性

多重共线性的诊断

𝐺𝐷𝑃~𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3 + 𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 + 𝑇𝑦𝑝𝑒1
+𝑇𝑦𝑝𝑒2 + 𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 + 𝑅𝑒𝑣𝑒𝑛𝑢𝑒

GDP系数的方差与没有多重共线
性的情况相比，增大了近200倍!



多重共线性

如何应对多重共线性？

• 无视：具体问题具体分析

o 如果模型的主要目的是预测，而非解释，则多重共线性的问题不大。

o 如果VIF>10，但p值都显著：”Multicollinearity is only a problem, if it is a problem”

• 自变量筛选：从多个变量中派代表

o 根据理论知识，对于高度相关的解释变量高度，只保留一个变量

o 逐步回归（stepwise regression）

• 自变量聚合：把多个变量变成1个

o 主成份分析（principal component analysis, PCA）

• 更复杂的回归模型：对不稳定性进行惩罚

o 岭回归（ridge regression），套索回归（lasso regression）



逐步回归

自变量如何进入回归方程

• Enter：不经筛选，强制进入。

• Remove：不经筛选，强制移除。

• Forward（前向选择）：从空模型开始，一

个一个做准入筛选，一旦进入，就不会被移除。

• Backward（后向移除）：一开始全部进入，

然后一个一个做淘汰筛选。

• Stepwise（逐步回归）：从空模型开始，一

个一个做准入筛选；同时，每当有新变量进入

时，对当前保留在回归方程中的变量做淘汰筛

选，是Forward与Backward的结合。



逐步回归

自变量选择过程

• 逐步回归是一种典型的数据导向的自变量选择方法，选择过程如下：

o 对于 𝑘个解释变量，逐步回归首先将分别拟合 𝑘个一元线性回归模型，并选择p值最

小且达到进入阈值（如𝛼 = 0.05）的自变量 𝑥𝑖，第一个引入模型；

o 在已包含 𝑥𝑖的基础上，再将剩余 𝑘 − 1 个解释变量分别纳入，得到 𝑘 − 1 个二元线性

回归模型，并选择p值最小且达到进入阈值的自变量 𝑥𝑗 ，第二个引入模型，依次类推。

o 每当引入一个新变量以后，重新考察当前留在模型中的变量是否仍然显著，找到p值

最大且超过移除阈值（如𝛼 = 0.1）的变量将被剔除。

o 如此往复，直至模型外的自变量均无统计意义（未达到进入阈值），模型内的自变量

均有统计意义（未超过移除阈值）。



逐步回归

自变量选择标准

• 逐步回归是一种典型的数据导向的自变量选择方法。

• 零假设：在纳入或移除某个自变量前后，模型的拟合效果没有显著差异 → F检验。

进入阈值 移除阈值
更高的进入阈值会放宽进
入标准，纳入更多自变量

更低的移除阈值会使筛选
更严格，移除更多自变量



逐步回归

o 模型估计共计4步，每一步纳入1个自变量，依次是：

距离最近机场、距离市中心、固定资产投资、是否是

省会城市（虚拟变量），没有变量被移除。

o 模型的拟合优度逐步提高，最终𝑟𝑎𝑑𝑗
2 = 0.81。



逐步回归

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 161.662 − 7.480𝐷1 − 0.710𝐷2 + 0.016𝐼𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡 + 61.799𝑇𝑦𝑝𝑒2

o 模型中纳入的所有变量均显著。

o 回归系数的符号均可解释。

o 多重共线性不复存在（VIF<5）。



逐步回归

虚拟变量的注意事项

• 成组出现的虚拟变量同进同出。

o 逐步回归仅把Type2（省会城市）纳入模型，而剔除了Type1（直辖市）。当我们认

为城市类型对因变量确有影响时，一般把将Type1、Type2同时纳入模型。

o 如果未能同进同出，有啥问题？——虚拟变量的含义将发生改变：

➢ Type1 & Type2：Type2是省会城市相对于一般城市的效应

➢ 仅有Type2：Type2是省会城市相对于所有其他城市（包括直辖市）的效应。

➢ 如果有4个成组的虚拟变量，只保留2个，解释将更加麻烦。

o 如何同进同出？——组合应用“Enter”+“Stepwise”方法。

➢ 强制进入（Enter）：Type1、Type2

➢ 逐步筛选（Stepwise）：Invest、GDP、Revenue、Population



逐步回归

෣𝐴𝑟𝑒𝑎 = 173.873 − 5.640𝐷1 − 0.872𝐷2 + 72.299𝑇𝑦𝑝𝑒1 + 74.112𝑇𝑦𝑝𝑒2



逐步回归

逐步回归的批判



逐步回归

逐步回归的批判

• 逐步回归是以数据（而非理论）为导向的，而样本数据的偶然性将为选择

结果带来许多风险。

o 两个高度相关的自变量，一进一出：纳入模型的可能实际无影响，而真正有

影响可能由于数据偶然性被踢出模型。

o 很可能高估回归系数的显著性。

o 有可能高估拟合优度。



数据导向

理论假设
设定和估计

回归模型
统计检验 回归诊断

逐步回归

理论导向 vs. 数据导向

o 假设先行

o 变量选择基于理论

o 解释框架明确

o 偏向于验证性验究

o 没有明确的假设

o 通过数据发现模式

o 模型设定高度依赖数据

o 偏向于探索性研究

理论导向



逐步回归

如果不做逐步回归，那怎么办？

• 要做理论导向的研究，从Field Knowledge中明确自变量。

• 如果没有多重共线性的问题，则纳入全部自变量，即使它不显著。

o 一般而言，遗漏变量比纳入无关变量的问题更严重。

o 当你在验证一个关系时，不显著本身也是有意义的结论。

• 如果有多重共线性的问题，可以使用其他针对多重共线性的方法。如果不

得不基于数据进行自变量筛选，两害取其轻。

• 如果在前期开展探索性研究，且有大量备选自变量，逐步回归可提供一定

程度的参考。



残差分析与回归诊断
（Residual Analysis）



残差分析与回归诊断

线性回归的假设

• 线性假设：自变量与因变量之间具有线性关系 → 残差没有特定曲线模式。

• 正态性假设：残差应当服从正态分布。

• 样本独立性假设：各个样本相互独立 → 残差之间相互独立。

• 同方差假设：残差的方差保持不变。

• 无异常样本假设：残差中没有虚假的离群值。

• 无多重共线性假设：自变量之间没有强相关性。



残差分析与回归诊断

残差分析

• 残差（residual）：回归分析中，因变量的实际值与预测值的差。

• 残差分析（residual analysis）：通过分析残差的模式、分布和其他统

计特性，判断模型是否符合假设条件，是否存在问题。

• 主要手段：残差图 + 统计量和假设检验。

𝑦 = 𝑎 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑘𝑥𝑘 +𝜺

𝜺 = 𝑦 − ො𝑦ෝ𝒚



• 不同类型的异常样本：

o 离群样本：残差较大、拟合效果较差的样本；

o 高杠杆值样本：在自变量的取值上与大部分样本显著不同的样本；

o 强影响样本：对回归结果有强烈影响的样本，存在扭曲结果的风险。

残差分析与回归诊断

是否有异常样本

强影响样本

差异程度大，低杠杆 差异程度小，高杠杆强影响：差异程度大，高杠杆



• 库克距离（Cook’s distance）𝐷𝑖：同时考虑了差异程度和杠杆效应。

o 解释：当删除某个样本后，回归系数的变化影响，综合测度对系数的影响。

o 判断标准：常用阈值为1.0，𝐷𝑖 > 1.0的样本即为强影响样本。

残差分析与回归诊断

是否有强影响样本

如果有强影响点：

o 检查是否存在测量或录入错误，如果有误，纠正错误或剔除出数据集；

o 如果无误，思考强影响点存在的原因：遗漏重要变量？分属不同群体？……



• 自变量与因变量之间具有线性关系 → 残差没有特定曲线模式。

• 残差图：“自变量—残差”散点图。

• 各点基本上平均分布在0水平线的两侧，没有表现出特定的曲线模式。

残差分析与回归诊断

是否符合线性假设



残差分析与回归诊断

是否符合线性假设

• 自变量与因变量之间具有线性关系 → 残差没有特定曲线模式。

𝑦 = 10 + 3𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑥3
2 + 𝜀

真实模型：

（𝑥3与𝑦具有二次关系）

ො𝑦 = −27.8 + 3.5𝑥1 − 4.4𝑥2+20.3𝑥3

线性回归模型：

（假设𝑥3与𝑦之间是线性的）

如果不满足：对自变量进行变换，使新变量满足线性假设。



残差分析与回归诊断

是否符合正态性假设

• 残差（不是自/因变量）应当服从正态分布。

• 残差图：残差的Q-Q图，散点靠近对角线。

• 假设检验：正态性检验。

如果不满足：

o 大样本下可放松假设;

o 进一步检验异常值;

o 检查遗漏变量;

o 对自/因变量进行变换;

o 调整模型结构。



残差分析与回归诊断

是否符合独立性假设

• 各个样本相互独立 → 残差之间相互独立。

• 对该假设最常见的违反是序列相关 (serial correlation)，又称自相关 

(autocorrelation)，包括时间序列相关、空间序列相关。

• 非常危险的时间序列相关——伪回归！

o 例子：人的身高和树的高度、离婚率与人均鸡肉消费量、冰淇淋销量和性犯

罪数量、年龄与收入……

o 原因：自变量和因变量在时间序列中表现出相似的趋势。



残差分析与回归诊断

是否符合独立性假设：时间序列相关

• 残差图:“时间—残差”散点图，理想状态：残差在0的上下摆动，无明显趋势。

• Durbin-Watson统计量：0~4之间，越接近2，越不存在序列相关。

理想状态 残差随时间递增 残差周期性变化

如果不满足：尝试差分变换；使用专门的时间序列分析模型。



残差分析与回归诊断

是否符合独立性假设：空间序列相关

• 残差地图：残差的空间分布，理想状态：随机分布，没有明显的空间模式。

• 残差的空间自相关指标 Moran’s I：接近于0，p值不显著，则无空间序列相关。

离散分布
dispersion

集中分布
clustering

随机分布
random

I=-0.089
p=0.840

如果不满足：使用空间回归模型。



残差分析与回归诊断

是否符合同方差假设

• 同方差（homoskedasticity）：残差的方差保持不变，波动范围稳定。

• 残差图：”因变量预测值—残差”散点图，检查异方差（heteroscedasticity）

的典型表现：残差随着预测值的增大而呈现发散或收紧趋势。

同方差：理想状态 异方差：残差发散 异方差：残差收紧



残差分析与回归诊断

是否符合同方差假设

• 同方差（homoskedasticity）：残差的方差保持不变，波动范围稳定。

• 残差图：”因变量预测值—残差”散点图，检查异方差（heteroscedasticity）

的典型表现：残差随着预测值的增大而呈现发散或收紧趋势。

如果不满足：

o 无视：主要影响显著性；

o 可尝试对因变量进行对数或

平方根变换；

o 加权最小二乘法 (WLS): 

残差的方差越大，权重越小;

o 稳健估计：修正标准误。



小结

多元线性回归的问题和对策

• 多重共线性：自变量之间高度相关，对模型的贡献难以区分

o 可能造成回归系数不显著、难以解释、不稳定等问题。

o 可以通过VIF发现多重共线性。

o 对策：具体分析；理论导向的变量筛选；变量聚合；岭回归和拉索回归。

• 逐步回归：数据导向的自变量筛选

o 曾经很流行，国内依然在流行，谨慎使用。

o 遗漏变量比无关变量更严重，不妨纳入所有从理论出发的自变量，即使不显著。

• 残差分析：模型是否满足一系列假设

o 强影响样本：回归方程可能被扭曲，务必通过库克距离检查。

o 序列相关：可能是伪回归，有时空背景时务必检查。

o 线性关系、正态性、同方差：体现专业性和严谨性。
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